Wygladzanie siatek modeli 3D
Damian Wojtyczko

1 Wstep

Wygtadzanie siatek 3D to istotny krok w przetwarzaniu modeli przestrzennych, szczegélnie cenny
w przypadku modeli pozyskanych przy uzyciu skanera 3D. U podstaw algorytmow wygladzania
lezy matematyczna teoria operatoréw rézniczkowych, a w szczegélnosci - operator Laplace’a. W
tym artykule doktadniej opisze algorytm wygladzania siatek modeli 3D i omdwie jego podstawy
matematyczne.

2 Siatki wielokgtowe

Siatka wielokatowa to struktura zlozona z wielokatéw, ktore sa ze soba potaczone krawedziami.
Aproksymuje ona powierzchni¢ zadanego obiektu korzystajac z zadanych wierzchotkéw (punktéow),
na ktérych tworzona jest siatka (proces ten nazywany jest teselacja). Siatki wielokatowe w infor-
matyce wykorzystywane sg m.in. do odwzorowania obiektow 3D w postaci cyfrowej.

Siatka wielokatowa (w grafice 3D) sktada sie z ponizszych elementéw:
o Wierzcholki (vertices) - Punkty w przestrzeni R? o wspétrzednych (z,y, 2).
o Krawedzie (edges) - Linie taczace punkty, definiuja strukture siatki.

o Powierzchnie (faces) - Wielokaty, ktére sa zdefiniowane przez zbiér krawedzi i wierzchotkéw.
Zwykle sa to trojkaty lub rzadziej czworokaty.

Istnieje wiele réznych algorytméw generowania siatek tréjkatnych (czyli siatek, ktérych powierzch-
nie sa tréjkatami), ktére réznia sie przede wszystkim przyjmowanymi danymi wejSciowymi. Siatke
tréjkatna mozemy wygenerowaé¢ np. (omawianym na wykladzie) algorytmem Marching Cubes,
ktory generuje siatke trojkatna z tréjwymiarowych danych skalarnych (pola skalarnego). Z kolei
majac dane w formie chmury punktéw, siatke tréjkatng wygenerowaé mozemy np. za pomoca
algorytmu Triangularyzacji Delaunaya.

Najczesciej w grafice komputerowej wykorzystuje sie siatki tréjkatne, gtéwnie ze wzgledu na ich
“optymalnosé¢” i “praktyczno$é” (dokladniejsze oméwienie tych okreslen wymagaloby szczegdlowego
uzasadnienia i dowodéw). Siatka tréjkatna, choé moze byé bardzo dokladna, to nadal jest tylko
dyskretna formg zapisu danych o powierzchni obiektu, co wigze sie z pewnymi ograniczeniami co
do doktadnos$ci i anomaliami (artefaktami) w momencie, gdy chcemy uzyskaé¢ wysoka wydajnosé
obliczeniowa takiej siatki (np. na potrzeby real-time renderingu w grach). W tym przypadku
przydatnym bedzie zastosowanie algorytmu wygtadzania siatki, ktéry pozwoli nam na uzyskanie
realistycznego obiektu 3D, ktéry pomimo zawierania stosunkowo nieduzej iloéci tréjkatéw, bedzie
wysokiej jakosci i nie bedzie posiada¢ artefaktéw.



3 Wygladzanie siatki (Mesh Smoothing)

W ramach przykladu, przyjmijmy, ze posiadamy gotowy model 3D w formacie siatki tréjkatnej (plik
stl), ktéry otrzymalismy skanujac rzeczywisty obiekt za pomoca skanera 3D. Pomimo posiadania
wysokiej jakosci skanera, ze wzgledu na specyfike dzialania tego typu urzadzen nie jestedmy w
stanie uzyskaé¢ dokladnego odwzorowania danego obiektu, przez co zeskanowany metalowy klucz
posiada chropowata strukture (ktéra jest de facto szumem), pomimo tego, ze klucz w rzeczywistosci
jest gtadki i btyszczacy.
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(Model nalezy do Polyga Inc., dostepny publicznie na https://www.polyga.com/w3/scan-samples/,
grafiki wlasne)

Zatem chcac uzyska¢ bardziej realistyczny model klucza, przydatne okaze sie wygltadzanie siatki
3D z wykorzystaniem operatora Laplace’a.

4 Wygladzanie Laplace’a (Laplacian Smoothing)

Na poczatku, wprowadzmy teorie dotyczaca operatora Laplace’a.

Operator Laplace’a: W przestrzeni R3, operator Laplace’a (laplasjan) A dla pola skalarnego
o(x,y, z) ma postac:
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Znajac juz postaé operatora Laplace’a, mozemy wykorzysta¢ go do rozwigzania rdéwnania
rozniczkowego postaci:
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Gdzie X = {zq,z,,...,x,} bedzie zbiorem wierzcholkéw x, = (x,y, z) siatki naszego modelu, a
A € [0, 1] bedzie skalarem, odpowiadajacym za poziom wygladzania.
Dodatkowo, korzystajac z nastepujacej wtasnosci liniowoéci operatora Laplace’a:

A(ap + b)) = aA¢ 4+ bAY

Gdzie ¢ i ¥ sa dowolnymi funkcjami i a,b € R.
Mozemy uzyska¢ nastepujaca posta¢ rownania:



X(n+1)=X(n)+ AdtAX(n)

Gdzie X (n + 1) to zbiér wierzchotkéw po kolejnym kroku wygladzania.

Po wytaczeniu X (n) otrzymujemy réwnanie (1):

X(n+1)= I+ AdtA)X(n)
Gdzie I jest macierza identycznoéciows.

Oczywiscie, w algorytmie wygladzania korzysta sie¢ z zdyskretyzowanego operatora Laplace’a,
woéwcezas (przyblizony) Laplasjan mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:

Ax*i:Z*jEN*l(i)w*ij(m*j—xi)

Gdzie x;, z; to wierzcholki siatki, N (é) to najblizsi sasiedzi wierzchotka z;, a w * ij to wagi.

Wagi w;; moga by¢ rézne, zalezne od pozadanego efektu, w podstawowe]j wersji maja posta¢ w;; =

%, gdzie m to liczba sasiadéw wierzchotka z;.

Wéwezas réwnanie (1), ktére wykonujemy dla kazdego wierzchotka z; € X wyglada nastepujaco:
z it = g™ D xj e Nx 1w ij(x;m — 2™

Nalezy zauwazy¢, ze taka metoda wygltadzania Laplace’a ma kilka przydatnych wlasnosci:

o Nie modyfikuje ona krawedzi siatki (nadal sa one polaczone do tych samych wierzchotkéw),
a wiec pierwotna triangularyzacja zostaje zachowana bez zmian.

e Do wygtadzenia danego wierzchotka potrzeba jedynie danych jego sasiednich wierzchotkéw, co
pozwala na szybkie wygladzanie tylko wybranych miejsc siatki lub przeprowadzenie obliczen
réwnolegle (np. na GPU).

o Niska zlozono$é obliczeniowa rzedu O(n).

5 Przyktad zastosowania wygtadzania Laplace’a

Wracajac do wspomnianego wczesniej modelu klucza, opisane wyzej informacje o wygladzaniu
Laplace’a mozemy zastosowaé¢ do wygladzenia naszego modelu klucza w celu uzyskania bardziej
realistycznej, gladkiej powierzchni. W tym celu uzyjemy gotowej funkcji smooth() z biblioteki
PyVista w Pythonie (wykorzystuje ona domyslnie metode Laplace’a, szczegbly w dokumentacji:
https://docs.pyvista.org/api/core/__autosummary /pyvista.polydatafilters.smooth) .

import pyvista as pv
mesh = pv.read('key.stl')
smooth_mesh = mesh.smooth(n_iter=50, relaxation_factor=0.1)

smooth_mesh.save('key_smooth.stl')



Powyzszy kod pozwala na optymalne wygtadzenie modelu klucza. Ustawiona liczba iteracji to 50,
a A (w bibliotece nazywana wspo6tczynnikiem relaksacji) wynosi 0.1.

Jak widaé¢, matematyczna teoria ma rowniez swoje praktyczne zastosowania w informatyce. Cho¢
w przypadku biblioteki PyVista calo$¢ teorii dotyczacej m.in. operatora Laplace’a jest ukryta pod
jedng funkcja, to znajomo$é¢ podstaw matematycznych pozwala nam na zrozumienie jej dzialania i
Swiadome jej zastosowanie.

6 Rozszerzenia algorytmu Laplace’a

Opiswany wyzej algorytm Laplace’a nie jest oczywiscie algorytmem idealnym, ktory sprawdzi sie
w przypadku kazdej siatki. Z tego powodu, powstaja rézne modyfikacje tego algorytmu, ktére
minimalizuja wady prostego algorytmu Laplace’a. Oto kilka z nich:

o Wygladzanie Taubina - Dodaje on ujemny parametr p, ktéry kontroluje stopien wygtadza-
nia “na zewnatrz” (przeciwstawnie do kierunku wygtadzania Laplace’a), w celu ograniczenia
efektu zmniejszania si¢ objetosci obiektu (innymi stowy, kurczenia sie obiektu), tak jak ma
to miejsce przy podstawowym wygladzaniu Laplace’a. Niestety wiaze sie to z koniecznoscia
znaczacego zwiekszenia liczby iteracji.

o Skalowanie objetosci - Uproszczone rozwigzanie wyzej wspomnianego problemu, polega ono
na odpowiednim przeskalowaniu obiektu po wygladzeniu Laplace’a, tak aby wroci¢ do orygi-
nalnej objetosci.

» Modyfikacje wag - Uzycie innych wag w;; w algorytmie pozwala na zmniejszenie stopnia
znieksztalcenia obiektu o nieregularnych ksztaltach, pomocne w tym moga byé np. wagi
Fujiwara.

o Paralelizacja obliczen - Polega m.in. na modyfikacji struktury danych uzywanej w algorytmie
Laplace’a, w celu wykonania szybszych obliczen na jednostkach wielordzeniowych (np. na
kartach graficznych NVIDIA z wykorzystaniem CUDA).



Pomimo wielu réznych modyfikacji algorytmu Laplace’a, kazde z nich wigze si¢ z zaletami i wadami.
Dlatego tez ciagle powstaja nowe metody wygtadzania w celu znajdowania optymalnego polozenia
wierzchotkow przy wygladzaniu siatki. Powstaja réwniez algorytmy wygladzania siatek wykorzys-
tujace grafowe sieci neuronowe (https://arxiv.org/pdf/2311.12815v2), co jest dowodem na to, ze jest
jeszcze wiele do odkrycia w tym obszarze i konieczna jest do tego znajomo$é teorii matematycznej.

7 Zrédia

Do napisania tego artykulu wykorzystano informacje z ponizszych zrédet:

Materialy do wyktadu z Analizy Matematycznej z Zastosowaniami 2
https://sound.eti.pg.gda.pl/student /so/01-Modelowanie.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/3D_modeling

https://paulbourke.net /geometry /polygonmesh /
https://www.pmp-book.org/download/slides/Smoothing.pdf
https://rucore.libraries.rutgers.edu/rutgers-lib /58677 /PDF /1 /play/
https://www.ljll.fr /~frey /papers/meshing/Bray%20N.,%20Notes %200n%20mesh %20smoothing.pdf
https://www.researchgate.net /publication/4228042_A_ global Laplacian_smoothing_approach_ with_ feature__
https://docs.pyvista.org/

https://arxiv.org/pdf/2311.12815v2
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